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缓和复曲线(卵型曲线)中插
缓和曲线特性的研究

宣道光
(浙江沪杭甬高速公路股份有限公司 杭州市 310007)

摘 要:《公路路线设计规范》(JTJ011-94)及《公路设计手册(路线)》是公路路线线形设计的规范性文件,依

据缓和复曲线(卵型曲线)的基本原理,导出了与其特性直接相关的公式,并与规范对比提出了分析意见,可供设

计、测量部门参考。
关键词:缓和复曲线;卵型曲线;中插缓和曲线;座标;卵型曲线参数;弧长方程

公路缓和复曲线(卵型曲线)可定义为同向的2
个不同半径圆曲线间,中插缓和曲线(回旋曲线)的
公路线形。《公路路线设计规范》(JTJ011-94)(以
下简称《规范》)则将此种用1个回旋曲线连接2个同
向圆曲线的线形组合称之为卵型曲线。《规范》给出
了卵型曲线参数宜适用的3个条件。
条件(1):
R2
2≤A≤R2

式中:A为回旋曲线参数,m;R2为小圆的圆曲
线半径,m。
条件(2):

0.2≤ 1K≤0.8

式中:K=
R1
R2;R1
为大圆的圆曲线半径,m。

条件(3):

0.003≤DR2≤0.03

式中:D为2个圆曲线间的最小圆弧距,m。
近年来,随着我国高速公路、铁路和城市立交互

通工程的快速发展,通常在道路互通立交工程、地铁
工程和曲线桥梁工程设计时,往往因受地形多变的
地理条件限制,以及保护生态环境、节约建设用地等
原因,会较多地选择曲线曲率变化连续匀称的缓和
复曲线。

实际的互通立交工程设计中,经常还会碰到很
难全部或部分满足《规范》建议的参数适用条件的情
况。如本文所列的示例中除示例(1)外,示例(2)仅能满
足条件(2)的范围,但不能满足条件(1)和条件(3);而
示例(3)、(4)、(5)对《规范》所列条件均不能满足。
此外,《公路设计手册(路线)》(以下简称《手

册》)对于卵型曲线中插缓和曲线计算的复杂性,经
公式推导及推论,给出了缓和复曲线(卵型曲线)中
插缓和曲线如下的4个特性,以利设计者应用:

(1)缓和曲线2个端点的曲线半径分别与相应
的圆曲线半径一致;

(2)小半径圆曲线对于大半径圆曲线内移一定
距离;

(3)以缓和曲线长度的1/2分别插入2个圆曲
线间;

(4)缓和曲线中点通过内移距离的中点。
特性(1)和(2)显然是完全正确的,其理由是:特

性(1)根据中插缓和曲线的定义,如图1所示,中插
缓和曲线2个端点F、M作为接入到2条相邻圆曲线
的连接点,必将分别在F与M处与2条圆曲线密切,
F、M又可称为密切点(密切是微分几何关于空间曲
线连接关系的几何特征,即不同曲率半径的空间曲
线在某一点密切,其通过该密切点的曲线必重合且
曲率半径相等);特性(2)则是在特性(1)基础上
的必然推论,这是因为回旋型缓和曲线在几何特征
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上,表现为曲率半径是向内逐步收缩的曲线线形。

图1 卵型曲线

1 公式推导

1.1 《手册》中特性(3)不能成立的理由

如图(1)所示,+ ,-./0为1个缓和复曲线,-1.1
0点的曲率半径分别为2131134,各点的切线分别

为-51.610578./911/4
90:分别为大圆31和小

圆34的圆曲线,并分别在.点和0点与缓和复曲线
+ ,-./0公切。现令缓和复曲线+ ,-./0中9-.的弧长

为;.19-0的弧长为;01中插缓和曲线9.0的弧长为;:,
有;:<;0=;.。
由缓和复曲线的特性,并令>为缓和回旋曲线

参数,?<
31
34,
则有@

;:<>4(134=
1
31)<

>4(?=1)
31 (1)

;.<>
4

31<
;:34
31=34<

;:
?=1 (4)

;0<>
4

34<
;:31
31=34<

;:?
?=1 (3)

由图1所示的几何关系有@
A0=A.<A.-1BA0-4
式中@A.1A0 分别为过.10公切点的切线与过

缓和复曲线起点-的切线间的交角7A.-11A0-4则为

-1.与-40分别与-1-4连心线间的夹角。
且有@

A.<
;.
431<

;:34
431(31=34)<

;:
431(?=1) (C)

A0<
;0
434<

;:31
434(31=34)<

;:?
434(?=1) (D)

A.-1<
E./91

31 (F)

A.-1<
E0/94

34 (G)

现将式(C)1(D)1(F)和(G)代入公式 A0=A.<
A.-1BA0-4,则得@

;:
4(
1
31B

1
34)<

E./91

31 B
E0/94

34 (H)

进而得@

E./91B?E0/94<
;:
4(?B1) (I)

式(H)或式(I)即为关于圆弧E./91
和E0/94
弧长的

二元一次方程。为求得E./91
和E0/94
弧长在实数范围

内的唯一确定解,则必需还应有一个关于J(E./91,
E0/94)<K的方程,与式(H)或式(I)联立后组成二元

一次方程组。《手册》仅根据式(H)就得出E./91<E9./

<E0/94<E90/<
;:
4
的结论,并由此推论(本文略)得

/1/</4/(特性C)。本文作者认为上述结论并不
成立,且是错误的。
1.L 本文建议公式的推导
如图4所示,把4个圆曲线与回旋型缓和曲线一

起纳入M-N坐标系中,回旋型缓和曲线的起点-为
坐标系的原点,以回旋型缓和曲线过点-的切线为

M轴。根据曲率半径重合且相等的密切原理,回旋
型缓和曲线在.点与0点的曲率半径分别为31和

34。根据文献O3P给出的-1(Q-1,R-1)和-4(Q-4,R-4)

图L 卵型曲线计算示意
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圆心坐标公式,以及根据较为精确的缓和曲线公式

(本文取前4项缓和曲线的级数展开式,以求能与圆
心坐标公式的取项保持一致)。图2所示的缓和曲线

F、W 点的坐标分别为(xF,yF)与(xW,yW)。上述各
点的坐标公式,经整理可表述如下:

xO1=
R2lM
2R1-

R32l3M
240R51

+ R52l5M
34560R91

- R72l7M
8386560R131

(10)

yO1=
R22l2M
24R31

- R42l4M
2688R71

+ R62l6M
506880R111

-

R82l8M
154828800R151

+R1 (11)

xO2=
lM
2-

l3M
240R22

+ l5M
34560R42

- l7M
8386560R62

(12)

yO2=
l2M
24R2-

l4M
2688R32

+ l6M
506880R52

-

l8M
154828800R72

+R2 (13)

xF=lF-
l3F
40R21

+ l5F
3456R41

- l7F
599040R61

(14)

yF=
l2F
6R1-

l4F
336R31

+ l6F
42240R51

- l8F
9676800R71

(15)

xW=lW-
l5W

40R22l2M
+ l9W
3456R42l4M

- l13W
599040R62l6M

(16)

yW=
l3W
6R2lM-

l7W
336R32l3M

+ l11W
42240R52l5M

-

l15W
9676800R72l7M

(17)

图2中,由O1W 与O2W 这2个直线段斜率相等得:
xO1-xW
yO1-yW

=
xO2-xW
yO2-yW

(18)

式(18)经整理化简后得:
xW(yO1- yO2)+yW (xO2- xO1)- (xO2yO1-

xO1yO2)=0 (19)

将式(2)、(3)、(10)、(11)、(12)、(13)、(16)和

(17)分别代入式(19),经整理化简后可求得关于圆
心连线O1O2的延长线与缓和曲线的交点W 至缓和
曲线起点O的弧长lW 的高次方程。并进而求得lW 的
在设立误差Q范围内的唯一精确解,并由此求得参

数m=
lW-lF
lM-lF
的精确值。

即有:

xW(yO1-yO2)+yW(xO2-xO1)=

lW
R1(K-1)
K - l2S(K3-1)

24(K-1)2R1+
l4S(K7-1)×10-3

2.688(K-1)4R[ 3
1
-

l6S(K11-1)×10-5

5.0688(K-1)6R51
+ l8S(K15-1)×10-8

1.548288(K-1)8R]71 +
l3W (K-1)12R1 -

l2S(K5-1)×10-3

1.44(K-1)2R[ 3
1
+

l4S(K9-1)×10-5

2.0736(K-1)4R51
- l6S(K13-1)×10-8

1.0063872(K-1)6R]71 -
l5W (K-1)

3

40KR1l2S
-(K

3-1)×10-2

9.6R[ 3
1

+

l2S(K7-1)×10-5

1.0752(K-1)2R51
- l4S(K11-1)×10-7

2.02752(K-1)4R71
+

l6S(K15-1)×10-9

6.193152(K-1)6R]91 -
l7W (K-1)

3×10-2

6.72R31l2S
-(K

5-1)×10-4

8.064R[ 5
1

+

l2S(K9-1)×10-7

1.161216(K-1)2R71
- l4S(K13-1)×10-9

2.81788416(K-1)4R]91 +
l9W (K-1)

5×10-3

3.456KR31l4S
-(K-1)

2(K3-1)×10-4

8.2944R51l[ 2
S

+

(K7-1)×10-6

9.289728R71
- l2S(K11-1)×10-9

1.75177728(K-1)2R91
+

l4S(K15-1)×10-11

5.350883328(K-1)4R11]1 +
l11W (K-1)

5×10-4

8.448R51l4S
-(K-1)

2(K5-1)×10-7

1.01376R71l[ 2
S

+

(K9-1)×10-9

1.4598144R91
- l2S(K13-1)×10-9

3.542482944(K-1)2R11]1 -
l13W (K-1)

7×10-5

5.9904KR51l6S
-(K-1)

4(K3-1)×10-7

1.437696R71l[ 4
S

+

(K-1)2(K7-1)×10-9

1.61021952R91l2S
- (K

11-1)×10-11

3.036413952R111+

l2S(K15-1)×10-13

9.274864435(K-1)2R13]1 -
l15W (K-1)

7×10-7

1.93536R71l6S
-(K-1)

4(K5-1)×10-9

2.322432R91l[ 4
S

+

(K-1)2(K9-1)×10-11

3.34430208R111l2S
- (K

13-1)×10-13

8.115506381R13]1
经本文示例计算及实体工程设计实例计算均表

明,略去算式中的高阶无穷小量项,即仅取前3项,
已能满足工程设计精度(本文Q=0.0001)的要求,
故有:

xW(yO1-yO2)+yW(xO2-xO1)

=lW
R1(K-1)
K - l2S(K3-1)

24(K-1)2R[ 1
+
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l4S(K7-1)×10-3

2.688(K-1)4R31
- l

6
S(K11-1)×10-5

5.0688(K-1)6R51
+

l8S(K15-1)×10-8

1.548288(K-1)8R]71 +
l3W (K-1)12R1 -

l2S(K5-1)×10-3

1.44(K-1)2R[ 3
1
+

l4S(K9-1)×10-5

2.0736(K-1)4R51
- l6S(K13-1)×10-8

1.0063872(K-1)6R]71 -
l5W (K-1)

3

40KR1l2S
-(K

3-1)×10-2

9.6R[ 3
1

+

l2S(K7-1)×10-5

1.0752(K-1)2R51
- l4S(K11-1)×10-7

2.02752(K-1)4R71
+

l6S(K15-1)×10-9

6.193152(K-1)6R]91
又:
xO2yO1-xO1yO2

=(K
2-1)R1lS

2K(K-1)-

l3S10-2

2.4K(K-1)3R1
× 5K2(K2-1)+(K6[ ]-1)-

l5S×10-5

2.4192K(K-1)5R31
×

42K4(K2-1)-45K2(K6-1)-7(K10[ ]-1)-

l7S×10-8

8.3026944K(K-1)7R51
×

1287K6(K2-1)-1001K4(K6[ -1)+
819K2(K10-1)+99(K14 ]-1)-

Kl9S×10-11

1.328431104(K-1)9R71
×

1430K6(K2-1)-1092K4(K6[ -1)+
660K2(K10-1)-429(K14 ]-1)-

K5l11S×10-14

1.115882127(K-1)11R91
×

6370K4(K2-1)-4950K2(K6[ -1)+
3003(K10 ]-1)-

K9l13S×10-14

7.651763159(K-1)13R111
×

180K2(K2-1)-143(K6[ ]-1)-

K13(K2-1)l15S×10-15

1.298481021(K-1)15R131
现令:

A1=
R1(K-1)
K - l2S(K3-1)

24(K-1)2R1
+

l4S(K7-1)×10-3

2.688(K-1)4R31
- l

6
S(K11-1)×10-5

5.0688(K-1)6R51
+

l8S(K15-1)×10-8

1.548288(K-1)8R71

B=(K-1)12R1 -
l2S(K5-1)×10-3

1.44(K-1)2R31
+

l4S(K9-1)×10-5

2.0736(K-1)4R51
- l6S(K13-1)×10-8

1.0063872(K-1)6R71

C=(K-1)
3

40KR1l2S
-(K

3-1)×10-2

9.6R31
+

l2S(K7-1)×10-5

1.0752(K-1)2R51
- l4S(K11-1)×10-7

2.02752(K-1)4R71
+

l6S(K15-1)×10-9

6.193152(K-1)6R91

E=xO2yO1-xO1yO2
代入算式,则得:
A1lW+Bl3W-Cl5W-E=0 (20)
按式(20)并设立限制误差 Q(本文 Q=1×

10-4),即可求得lW 弧长(m),具体步骤如下。
(1)求l'W:

l'W= EA1 (21)

(2)求dk,将式(21)的l'W 和A1、B、C、E各系数代
入式(20),即有:

dk=A1l'W+Bl'3W-Cl'5W-E (22)
若dk>Q时,再计算l"W,即:

l"W=l'W-
dk
A1 (23)

重复按式(22)计算dk,按式(20)计算lW,直至所
求dk≤Q时,即可求得满足精度要求的lW。
现将由式(2)和式(20)求得的缓和复曲线lF和

lW 这2段弧长分别代入式(14)、(15)和式(16)、(17)
中即求得F点和W 点的坐标值为(xF,yF)和(xW,
yW),并由此可求得:

D=R1-R2- (xO1-xW)
2+(yO1-yW)へ[ 2-

(xO2-xW)
2+(yO2-yW)へ ]2

=R1-R2- (xO1-xO2)
2+(yO1-yO2)へ 2(24)

D1=R1- (xO1-xW)
2+(yO1-yW)へ[ ]2 =nD

(25)
式中:D为2个圆曲线间的最小圆弧距,m;D1

为圆心连接线的延长线与大圆的交点W1至W 点间

的距离,m;n为系数,n=
D1
D。

并由图1的几何关系有:
βMO2=βM-βF-βFO1 (26)

现将以角度方式表达的式(4)、式(5)代入式

(26),经整理化简可得:
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βMO2=
lS(KR1-R2)×90
π(K-1)R1R2 -βFO1 (27)

由图2所示可有:

βFO1=arctan
xO1-xW
yO1-yW

-arctan
xO1-xF
yO1-yF

(28)
又由式(6)、(7)和式(27)、(28),则可求得缓和

曲线F点与W 点间的2段圆曲线长度LFW︵1、LMW︵2:

LFW︵1=R1βFO1
π
180 (29)

LMW︵2=R2βMO2
π
180 (30)

进而得:
L︵FW=lW-lF=mlS (31)
式中:m系数为缓和曲线F点至W 点间的弧长

与中插缓和曲线弧长L︵FW之比,m=
lW-lF
lS 。

本文所列示例(含2项工程实例)中,当已知大
圆半径为R1、小圆半径为R2以及中插回旋型缓和曲
线参数为A时,则可按式(1)至式(31)所列公式求得
缓和复曲线(卵型曲线)中插缓和曲线各相关的参
数,见表1。

表1 缓和复曲线(卵型曲线)中插缓和曲线有关计算数值

项目 示例1 示例2(工程实例) 示例3 示例4 示例5(工程实例)

A/m 200 120 900 120 85.0036

R1/m 1000 220 5000 700 2300

R2/m 200 62.55 600 70 60

K=
R1
R2 5 3.5172 8.3333 10 38.3333

缓
和
复
曲
线

︵卵
型
曲
线

︶中
插
缓
和
曲
线
参
数

lS/m 160 164.7612 1188 185.1429 117.2860

lW/m 119.6657 145.3868 740.6351 108.7856 60.2455

xW/m 119.2828 137.7483 732.1884 106.9630 59.8666

yW/m 7.1237 34.2229 82.9122 14.7217 5.0210

xO1/m 19.9997 32.7031 80.9993 10.2856 1.5708

yO1/m 1000.0667 220.8108 5000.2187 700.0252 2300.0002

xO2/m 99.1724 103.2681 647.5036 95.8827 58.2477

yO2/m 208.2593 93.8778 720.9929 93.3336 69.7167

xF/m 39.9984 65.3098 161.9957 20.5710 3.1416

yF/m 0.2667 3.2406 0.8748 0.1008 0.0007

D/m 4.2443 12.2272 83.4388 17.2998 8.9975

D/R2 0.0212 0.1955 0.1391 0.2471 0.1500

βFO1 4º33'50.5" 20º51'19.0" 6º36'55.7" 7º11'16.7" 1º24'57.4"

βMO2 22º56'16.6" 76º03'36.7" 56º54'50.7" 76º09'35.5" 56º02'40.5"

LFW︵1+LMW︵2/m 159.7260 163.1138 1173.3124 180.8643 115.5297

m 0.4979 0.4851 0.4871 0.4765 0.4869

n 0.4961 0.4805 0.4766 0.4573 0.4758

Da/m 4.24 - 83.44 17.30 -

注:(1)Da值从《城市道路设计手册》中的"卵型表"内查得[6];(2)示例2、示例5分别取自参考文献[4]和参考文献[3]中有关数值经计算而得。

2 结语

(1)本文示例计算结果经与《手册》建议采用值
误差对比分析后表明(表2):缓和复曲线(卵型曲线)
无论是按符合《规范》宜适用的范围要求设定参数,
还是按不符合或部分符合《规范》宜适用的范围要求
设定参数值时,《手册》公式推导并采用的m=0.5和

n=0.5均是错误的,也即实际上并不存在上述结
论。当严格按《规范》要求宜适用的范围内设定参数
值时,误差较小。计算结果表明:m值误差约在5%以
内;n值误差稍大,约在10%以内。也因其误差较小,
故长期以来被工程所接受并采用[5]。
但当工程实际需要很难符合《规范》宜适用的范
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表2 示例(含工程实例)与《手册》误差对比分析

项目 示例(含工程实例)计算值 《规范》宜适用范围 《手册》采用值

R2/m 200 62.55 600 70 60 小圆的圆曲线半径(m)

A/m 200 120 900 120 85.0036 R2
2≤A≤R2

R2
R1=

1
K 0.20 0.2843 0.12 0.10 0.026 0.2≤ 1

K≤0.8

D
R2 0.0212 0.1955 0.1391 0.2471 0.15 0.003≤ DR2≤0.03

m 0.4979 0.4851 0.4871 0.4765 0.4869 0.5

m-0.5
m /% -0.42 -3.07 -2.65 -4.93 -2.69 0

n 0.4961 0.4805 0.4766 0.4573 0.4758 0.5

n-0.5
n /% -0.79 -4.06 -4.91 -9.33 -5.09 0

lS/m 160 164.7612 1188 185.1429 117.2860 LFW︵1+LMW︵2

LFW︵1+LMW︵2/m 159.7260 163.1138 1173.3124 180.8643 115.5297 lS

LFW︵1+LMW︵2-lS/m -0.274 -1.6474 -14.6876 -4.2786 -1.7563 0

LFW︵1+LMW︵2-lS

LFW︵1+LMW︵2

/% -0.17 -1.01 -1.25 -2.37 -1.52 0

围要求时,如本文2项工程实例均表明计算误差较
大,甚至不能满足工程精度要求。本文所列示例表
明:m值的平均误差在3%以上,最大误差约为5%左
右;n的平均误差则在5%以上,最大误差为9.33%。
这对于工程精度要求较高的高速公路互通立交工

程、隧道工程以及曲线桥梁工程显然是不能接受的。
(2)本文示例计算结果还表明:《手册》结论认为

缓和复曲线(卵型曲线)中插缓和曲线段的弧长等于
其2个端点F和M 间的大圆和小圆的圆弧长度之
和,即lS=LFW︵1+LMW︵2,计算结果表明也不能成立,
其相对误差约在-1%～3%间,其误差绝对数值则
更大。

(3)计算数据经分析表明,m值的相对误差随

D/R2值的增大而增大。
(4)建议《规范》对缓和复曲线(卵型曲线)宜适

用的范围应结合工程类别、线形技术标准予以适当

放宽。
(5)本文示例计算结果经与文献[3]、[6]复核

无误。
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