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§A-1   静矩和形心

一、简单图形的静矩（面积矩）

1、定义：

dA对y轴的微静矩:








Ay

Az

zdAS

ydAS
y

z dA

y

z
o

2、量纲：［长度］3；单位：m3、cm3、mm3。

dA对z轴的微静矩: ydAdSz 

zdAdSy 

3、静矩的值可以是正值、负值、或零。
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y

z dA

y

z
o

4、静矩和形心的关系

可知

A

dAz
z

A

dAy
y A

C
A

C
 




 ,

C
A

y AzzdAS  
C

A
z AyydAS  

静矩和形心的关系

由平面图形的形心公式

结论：
 

图形对过形心的轴的静矩为零。

若图形对某轴的静矩为零，则此轴一定过图形的形心。
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z

y

 Az ydAS

CZ





ha

a
ybdy

ha

a

by



2

2
)

2
( habh  CAy

b

h

a

dy

y

dzz

 Ay zdAS 
b

zhdz
0

b
hz

0

2

2


2
bbh CAz

 Az ydAS
c 





2

2

h

h

ybdy
2

2

2

2

h

h

by



 0

求图形对y、z 轴的静矩
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二、简单图形的形心

1、形心坐标公式： A

ydA

A
Sy Az

c


A

zdA

A
S

z Ay
c



2、形心确定的规律：

（1）图形有对称轴时，形心必在此对称轴上。

（2）图形有两个对称轴时，形心必在此两对称轴的交点处。



6

三、组合图形（由若干个基本图形组合而成的图形）的静矩：

ciiziz yASS  

ciiyiy zASS  

四、组合图形的形心：




i

zi
c A

S
y




i

yi
c A

S
z

A

yA cii


A

zA cii


利用基本图
 形的结果，可使
 组合图形的形心
 计算简单

基本图形----指面积、形心位置已知的图形
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21

2211

AA
zAzA

A
zA

z cccii
c 


 

例
 

试确定下图的形心。

21

2211

AA
yAyA

A
yA

y cccii
c 


 

80

10

10

c(19.7;39.7)

z

y

C1

C2

解法1：1)、建立坐标如图示，分割图形

mmymmzmmA cc 5,45,700 11
2

1 
mmymmzmmA cc 60,5,1200 22

2
2 

120
1200700

1200570045





2)、求形心

)7.19 mm

)(7.39
1200700

1200607005 mm




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80

12
0

10

10

)(3.20
108011010

110035 mm





c(-20.3;34.7)

解法二：1)、分割图形及建立坐标系，如图所示

z

y

C2

C1

.0,0,800 11
2

1  cc yzmmA
mmymmzmmA cc 60,35,1100 22

2
2 

2)、求形心

)(7.34
108011010

110060 mm





21

2211

AA
zAzA

A
zA

z cccii
c 


 

21

2211

AA
yAyA

A
yA

y cccii
c 


 
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解法三：负面积法

)(7.19
117812

)77(459640 mm





z

y

mmymmzmmA cc 60,40,9600 11
2

1 
mmymmzmmA cc 65,45,11070 22

2
2 

2C

求形心：

)(7.39
7796

)77(659660 mm



1C

0C

21

2211

AA
zAzA

A
zA

z cccii
c 


 

21

2211

AA
yAyA

A
yA

y cccii
c 


 

80

12
0

10

10

10

z

y
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§A-2   惯性矩和惯性积
一、简单图形的惯性矩

1、定义：

dA对z轴的惯性距:

dA对y轴的惯性距:

2、量纲：m4、mm4。

y

z dA

z

y

o
,2

A
z dAyI


A

y dAzI 2

dAydI z
2
dAzdI y

2

3、惯性矩是对轴而言（轴惯性矩）。

4、惯性矩的取值恒为正值。

5、极惯性矩：（对o点而言）  Ao dAI 2 pI



222 yz 
图形对z轴的惯性矩:

图形对y轴的惯性矩:
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6、惯性矩与极惯性矩的关系：

图形对任一对相互垂直的坐标系的惯性矩之和恒
 等于此图形对该两轴交点的极惯性矩。

 Ap dAI 2  
A

dAzy )( 22

 
A A

dAzdAy 22
yz II 

y

z dA

z

y

o




12
b

h zcc

yc

7、简单图形惯性矩的计算

⑴
 

圆形截面：

实心（直径D）——

空心（外径D，内径d）——

4

64
1 DII yz 

)(
64
1 44 dDII yz  

⑵
 

矩形截面：

32

2

22

12
1 bhbdyydAyI

h

hAz   

32

2

22

12
1 hbhdAzdAzI

b

bAy   
bdy

hdz
3

12
1 bhI z 

3

12
1 hbI y 

zc

yc

c
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二、惯性半径：

A
IiAiI z

zzz  2

A
I

iAiI y
yyy  2

三、简单图形的惯性积

1、定义：

2、量纲：［长度］4，单位：m4、mm4。

3、惯性积是对轴而言。


A

zy zydAI

4、惯性积的取值为正值、负值、零。 y

z dA

z

y

o


5、规律：

两坐标轴中，只要有一个轴为图形的对称轴，则
 图形这一对坐标轴的惯性积为零。
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解：

AaIdAyadAadAydAaydAyI zcA cA AcA cAz
22222 2)(   

AbIdAzbdAbdAzdAbzdAzI ycA cAA cA cAy
22222 2)(  

z

y

o

yc

zc

c zc

yc

已知：图形截面积A，形心坐标
 yc、 zc 、Izc、Iyc、 a、b已知。Zc 

轴平行于z轴；yc
 

轴平行于y轴。

求：Iz、Iy
 

。

§A-3   平行移轴公式

一、平行移轴公式

  
A A cczy dAbzayyzdAI ))((

abAIdAybdAzaabdAdAzy zcycA A ccAA cc   

dA

y

z

a
b
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二、组合图形的惯性矩和惯性积

 ziz II  yiy II  ziyizy II

注意：ZC、YC 为形心坐标。

a、b为图形形心在yoz坐标系的坐标值，可正可负

abAII

AbII

AaII

zcyczy

ycy

zcz






2

2

， ，

z

y

o

yc

zc

c zc

yc

dA

y

z

a
b

——平行移轴公式

根据惯性矩和惯性积的定义易得组合截面对于某轴的惯性矩

 （或惯性积）等于其各组成部分对于同一轴的惯性矩（或惯性

 积）之和：
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例
 

求图示直径为d 的半圆对其自身形心轴
 

xc
 

的惯性矩。

解： §A-1

222)( yRyb 

12
d2

d)(d
3

222
0

2
0

dyyRy

yybyAyS
d

d

Ax









π3
2

8π
12

2

3 d
d

d
A
Sy x

c 

x

y

b(y)

yc

C

d

xc
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2、求对形心轴
 

xc 的惯性矩

128
π

2
64π 44 ddI x 

π18128
π

8
π)(

442
2 dddyII cxxc



由平行移轴公式得：

x

y

b(y)

yc

C

d

xc

π3
2

8π
12

2

3 d
d

d
A
Sy x

c 
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例
 

试求图a 所示截面对于对称轴
 

x 的惯性矩。

解：将截面看作一个矩形和两个
 半圆组成。

1、矩形对
 

x 轴的惯性矩：

 

44

33

1

mm105333
12
20080

12
2






adI x

2、一个半圆对其自身形心轴
 

xc
 轴的惯性矩（见上例）

π18128
π

8
π)(

442
2 dddyII cxxc



x

y

C

(a)

d =80

40
10

0
a=

10
0

40

a+
2d 3
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3、一个半圆对
 

x 的惯性矩

由平行移轴公式得：

44
222

22

2

mm103467
π3

2
2324

π

8
π

π3
2

















 

adadd

ddaII
cxx

4、整个截面对于对称轴
 

x 的惯性矩：

44

44
21

mm1012270
1034672105333

2





 xxx III

x

y

C

(a)

d =80

40
10

0
a=

10
0

40

a+
2d 3
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§A-4  转轴公式

一、惯性矩和惯性积的转轴公式

dA 在坐标系

 
ozy 和坐标系oz1 y1 

的的坐标分别为（z，y ）和（z1 ，
 y1 ）




sincos
sincos

1

1

zyy
yzz




代入惯性矩的定义式：

AyI
Az d2

11 z

y

O z

y



z

y

 1

1

A

B

C

D

E

dA

z

y1

1

已知：A、Iz、Iy、Izy、α。

求：Iz1、Iy1、Iz1y1。
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





cossin2sincos    

dcossin2         

dsindcos

22

2222
1

zyyz

A

AAz

III

Azy

AzAyI










利用二倍角函数代入上式，得
 

转轴公式
 

：







2cos2sin
2

2sin2cos
22

2sin2cos
22

11

1

1

zy
yz

yz

zy
yzyz

y

zy
yzyz

z

I
II

I

I
IIII

I

I
IIII

I






















的符号为：从 z 轴至 z1 轴逆时针
 为正，顺时针为负。

AyI
Az d2

11 

z

y

O z

y



z

y



1

1

A

B

C

D

E

dA

z

y1

1
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yzyz IIII 
11

上式表明，截面对于通过同一点的任意一对相互垂直
 的坐标轴的惯性矩之和为一常数，并等于截面对该坐标原
 点的极惯性矩

将前两式相加得







2cos2sin
2

2sin2cos
22

2sin2cos
22

11

1

1

zy
yz

yz

zy
yzyz

y

zy
yzyz

z

I
II

I

I
IIII

I

I
IIII

I






















z

y

O z

y



z

y



1

1

A

B

C

D

E

dA

z

y1

1
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





2cos2sin
2

2sin2cos
22

2sin2cos
22

11

1

1

zy
yz

yz

zy
yzyz

y

zy
yzyz

z

I
II

I

I
IIII

I

I
IIII

I






















11

1

2)2cos2sin
2

(2

2cos22sin
2

2

yzzy
yz

zy
yzz

II
II

I
II

d
dI
















0
0

1 
d

dI z
令 0

§A-5   主惯性轴、主惯性矩、形心主惯性矩
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22

0
0

min
max )

2
(

2 zy
yzyz

y
z I

IIII
II 







yz

zy

II
I

tg





2
2 0

0

1

 d
dIz 022cos22sin

2
2

0000 


 yzzy
yz II

II


可求得
 

和
 

两个角度，从而确定两根轴y0 ,，z0。0 900 

由
yz

zy

II
I

tg





2
2 0 求出

 
代入转轴公式可得：00 2cos,2sin 

0
00
yzI且
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2、主惯性矩（主矩）：

图形对主轴的惯性矩Iz0、

 

Iy0 称为主惯性矩，主惯性矩为图形对

 过该点的所有轴的惯性矩中的最大和最小值。

3、形心主惯性轴（形心主轴）：

如果图形的两个主轴为图形的形心轴，则此两轴为形心主惯

 轴。（Izcyc = 0。

 
zc 、yc 为形心轴。zc 、yc 为形心主轴）。

4、形心主惯性矩：

图形对形心主轴的惯性矩。（Izc 、Iyc ）。

由此引出几个概念：

1、主惯性轴（主轴）：

y0
 

, z0

如果图形对过某点的某一对坐标轴的惯性积为零，则该对轴为

 图形过该点的主惯性轴。（

 
，

 
轴为主轴）。0

00
yzI
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5、求截面形心主惯性矩的基本步骤

1)、建立坐标系。

2)、求形心位置。

3)、建立形心坐标系；并求：Iyc ， Izc ， Izcyc ，


















A
yA

A
Sy

A
zA

A
S

z

ciiz

ciiy
c

4)、确定形心主轴位置 ——  0 ：
yz

zy

II
I

tg





2
2 0

5)、求形心主惯性矩
22

0
0

min
max )

2
(

2 zy
yzyz

yc
zc I

IIII
II 


±



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6、几个结论

•
 

若截面有一根对称轴，则此轴即为形心主惯性
 轴之一，另一形心主惯性轴为通过形心并与对称轴
 垂直的轴。

•
 

若截面有二根对称轴，则此二轴即为形心主
 惯性轴。

•
 

若截面有三根对称轴，则通过形心的任一轴均
 为形心主惯性轴，且主惯性矩相等。
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